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值，在格林函数计算中发挥重要的作用．本文首先介绍了地表质量负荷的边值问题，然后简要回顾了目前已有的计

算负荷勒夫数渐近值三种方法的推导过程，最后给出推导渐近值解析表达式的一种新方法．新方法运用求解地球
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０　引言

全球水循环是地球表层质量迁移的重要形式，

它引起全球水质量在时间和空间的重新分布，会进

一步导致地球的变形．该变形主要有三种形式：（１）

大气负荷，主要是大气质量的变化对地球的引力作

用与压强变化对地表的负载作用（Ｍｅｒｒｉａｍ，１９９２；

ＶａｎＤａｍｅｔａｌ．，１９９４；ＳｕｎａｎｄＬｕｏ，１９９８；Ｇｕｏｅｔ

ａｌ．，２００４）；（２）潮汐和非潮汐海洋负荷，主要是海水

质量的时空变化对地球的引力作用和对地表的负载

作用（Ｌｏｎｇｍａｎ，１９６２，１９６３；Ｆａｒｒｅｌｌ，１９７２；Ｇｏａｄ，

１９８０；许厚泽等，１９８２）；（３）陆地水负荷，主要是陆地

水的质量变化对地球的引力作用和对地表的负载作

用（Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２００９）．这三种效应可以引起地表几厘

米（ｃｍ）的位移和数十微伽（１０－８ｍ·ｓ－２）的重力变化．

在目前高精度的大地测量学研究中，这三种效应都是

必须要加以考虑的．对这些效应的模拟，目前已有比

较成熟的理论，通常采用负荷质量与负荷格林函数的

褶积积分计算获得，其中格林函数是负荷勒夫数或其

组合与Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数（或称为球函数）或其导数的乘

积的无穷级数求和（Ｌｏｎｇｍａｎ，１９６３；Ｆａｒｒｅｌｌ，１９７２；Ｇｕｏ

ｅｔａｌ．，２００４）．鉴于球函数有解析的递推公式，因此计

算格林函数的基础就是计算出负荷勒夫数．

由于格林函数是一个无穷级数的求和，对于一

个无穷级数求和的问题来说，高阶勒夫数的高效计

算以及格林函数的收敛性如何是数值计算的关键．

为了计算高阶的负荷勒夫数，Ｌｏｎｇｍａｎ（１９６３）提出

了对变量进行无量纲化的处理；汪汉胜等（１９９６）通

过观察各变量的变化特征提出了狉幂因子法；特别

地，Ｐａｎ等（２０１５）基于合理的假设提出了计算负荷

勒夫数的解析解方法；Ｃｈｅｎ等（２０１８）基于解析解方

法提出了一种称为刚度矩阵的传播矩阵方法来计算

超高阶负荷勒夫数，克服传统传播矩阵方法的溢出

问题；Ｚｈｏｕ等（２０１９ａ）运用ＤＶＰ（ｄｕａｌｖａｒｉａｂｌｅａｎｄ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ）传播矩阵法获得了任意球谐阶数的勒夫

数，并提供了相应的 ＭＡＴＬＡＢ程序计算不同类型

的勒夫数（包括潮汐、负荷、剪切和位错）．实际上，这

些表征地球在不同力源（如引潮力、地表正应力或剪

切应力、以及内部断层的等效体力等）作用下产生变

形的勒夫数之间并不完全独立，它们之间的关系可

参考潘尔年和丁中一（１９８６）和Ｏｋｕｂｏ（１９９３）．

为了保证格林函数的收敛，Ｆａｒｒｅｌｌ（１９７２）给出了负

荷勒夫数的渐近值，即当球谐阶数狀趋于无穷大时勒

夫数的值，然后通过Ｋｕｍｍｅｒ变换可有效降低截断阶

数（约１００００阶）并加速格林函数的收敛，从而为能够准

确地模拟负荷引起的地球形变奠定了基础．可见，负荷

勒夫数渐近值对负荷格林函数来说是至关重要的．除

了Ｆａｒｒｅｌｌ（１９７２）之外，Ｏｋｕｂｏ和Ｅｎｄｏ（１９８５）、Ｇｕｏ等

（２００４）也对如何计算负荷勒夫数渐近值给出了不一样

的理论计算方法．我们最近提出了计算位错勒夫数的

渐近值的方法，在忽略自引力的情形下，渐近值可根据

传播矩阵的特性很容易地求出（Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２０２１ａ）．位

错问题和负荷问题的差别在于边界条件的不同，因此

该方法可直接应用于求取负荷勒夫数的渐近值．

本文首先对目前已有的上述三种计算渐近值的

方法进行简单的回顾，然后着重介绍一种新的能够

获取负荷勒夫数渐近值解析表达式的方法．最后将

我们的方法与已有的计算方法进行了比较，并给出

了定量的数值结果展示新的解析表达式在表达负荷

勒夫数渐近特征方面的优势．

１　已有方法介绍

对于地球受力变形，我们采用如下的描述地球

变形的微分方程组边值问题．其中，微分方程组为
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其中λ，μ是拉梅常数，ρ是密度，犵是重力加速度（习

惯上称之为重力），它们都是球坐标系的径向分量狉

的函数，犌是万有引力常数，犝犔、犝犕、Φ、犜犔、犜犕 分别

是垂向位移、水平位移、附加引力位、垂向正应力、垂

向剪应力的球谐展开的第狀阶的系数（Ｐａｎｅｔａｌ．，

２０１５），犙满足

犙＝
ｄΦ
ｄ狉
＋
（狀＋１）Φ
狉

＋４π犌ρ犝犔， （２）

因此，这６个变量要分别对不同的球谐阶数狀求解．

该方程是研究地球在不同力源作用下发生静态变形

的基础微分方程组，对于不同的力源需采用相应的

边界条件（Ｌｏｖｅ，１９１１；Ｆａｒｒｅｌｌ，１９７２；Ｏｋｕｂｏａｎｄ

Ｅｎｄｏ，１９８５；ＳｕｎａｎｄＯｋｕｂｏ，１９９３）．

对于地表质量负荷问题，通常将负荷看成点源，

并且将该点源放置于北极点．由于对称性，在负荷作

用下的变形与经度无关，即球谐展开的次数犿＝０，

此时球函数退化为Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式．

下面介绍边界条件．为方便起见，我们定义两个矢量

犝 ＝

犝犔

犝犕

烄

烆

烌

烎Φ

，犜＝

犜犔

犜犕

烄

烆

烌

烎犙

． （３）

　　在地心处正则，即

犝（狉＝０）＝０． （４）

　　在内部边界连续，以及在地表

犜（狉＝犪）＝

－
（２狀＋１）犵犪
４π犌犪

０

－
２狀＋１

烄

烆

烌

烎犪

， （５）

其中，犵犪 是地表重力，犪是地球半径．在推导该式中

的边界值时，认为负荷点源的质量犕 满足单位引力

位假定（即 犌犕／犪＝１，可参考 ＳｕｎａｎｄＳｊｂｅｒｇ，

１９９９），也就是说负荷质量 犕＝犪／犌＝犿犲／犪犵犪，其中

犿犲为地球质量．也有一些研究采用地球质量假定，

即犕＝犿犲（如Ｇｕｏｅｔａｌ．，２００４）．不管用哪种定义，

在计算格林函数时都要除以负荷质量以得到单位质

量负荷的结果，因此只要推导过程自洽都不影响最

终的结果．

负荷勒夫数定义为

犺狀 ＝犵犪犝犔（狉＝犪），

犾狀 ＝犵犪犝犕（狉＝犪），

犽狀 ＝－１－Φ（狉＝犪

烅

烄

烆 ），

（６）

其中，带下标狀的负荷勒夫数犺狀、犾狀、犽狀 表示对应于

球谐展开的狀阶的地表结果．因为（１）式是关于各

个物理量的球谐展开系数的，所以不同的球谐阶

数对应不同的勒夫数．相应的负荷格林函数为

狌（犪，θ）＝
犪
犿犲∑

!

狀＝０

犺狀Ｐ狀（ｃｏｓθ），

狏（犪，θ）＝
犪
犿犲∑

!

狀＝０

犾狀
Ｐ狀（ｃｏｓθ）

θ
，

（犪，θ）＝
犪犵犪
犿犲∑

!

狀＝０

犽狀Ｐ狀（ｃｏｓθ）

烅

烄

烆
．

（７）

其中，狌，狏和分别为垂直位移、切向位移和附加引

力位，Ｐ狀 是Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，θ是计算点余纬．可以

看到格林函数是一个无穷级数求和，需要截断处理．

但是对于负荷问题需要截断到很高的阶数，这给计

算带来很大的时间成本．为此 Ｆａｒｒｅｌｌ（１９７２）根据

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题的解（见下文）给出了负荷勒夫数的

渐近值，从而可有效降低截断的阶数，并加速格林函

数计算的收敛．

应用Ｋｕｍｍｅｒ变换，（７）式改写为

狌（犪，θ）＝
犪
犿犲∑

犖

狀＝０

（犺狀－犺!

）Ｐ狀（ｃｏｓθ）＋
犪
犿犲∑

!

狀＝０

犺
!

Ｐ狀（ｃｏｓθ），

狏（犪，θ）＝
犪
犿犲∑

犖

狀＝１

（狀犾狀－犾!

）１
狀
Ｐ狀（ｃｏｓθ）

θ
＋
犪
犿犲∑

!

狀＝１

犾
!

１

狀
Ｐ狀（ｃｏｓθ）

θ
，

（犪，θ）＝
犪犵犪
犿犲∑

犖

狀＝１

（狀犽狀－犽!

）１
狀
Ｐ狀（ｃｏｓθ）＋

犪犵犪
犿犲∑

!

狀＝１

犽
!

１

狀
Ｐ狀（ｃｏｓθ

烅

烄

烆
），

（８）

其中，带下标
!

的负荷勒夫数犺
!

、犾
!

、犽
!

表示相应的

渐近值．由于负荷勒夫数渐近值具有严格解析表达

式，右端的第二项通常具有用三角函数表示的严格

解析形式（Ｆａｒｒｅｌｌ，１９７２；Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２０１９ｂ），而第

一项求和的收敛要比（７）式中的求和快得多，因此截

断阶数犖 可以取得足够小（对于位移与附加引力

位，犖＝３０００；对于倾斜或应变犖＝１００００足以保证

计算的收敛）．可见负荷勒夫数渐近值在计算负荷格

林函数时发挥着至关重要的作用．

对于当狀很大时的情形，我们可以忽略液核的

３２５３
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影响，因为液核的存在只影响较低阶的负荷勒夫数，

所以可以采用纯固体的地球模型．实际上，正如下文

将要讨论的那样，只有地球最外层的参数才会影响

负荷勒夫数的渐近值，这也是为什么可以直接用均

匀球（采用地球最外层结构参数和地表重力值，如

Ｏｋｕｂｏ，１９８８）或仅仅采用最外层参数（如郭俊义，

２０００；Ｇｕｏｅｔａｌ．，２００４）来解算负荷勒夫数的渐近值．

下面分别介绍目前已有的三种求解负荷勒夫数

渐近值的方法．

１．１　犉犪狉狉犲犾犾方法

在球坐标系下，当角距离（θ）非常小的时候，问

题就等效于平面的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题，因为此时地球

的曲率效应可忽略（Ｆａｒｒｅｌｌ，１９７２）．对于Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

问题，采用柱坐标及柱函数（Ｂｅｓｓｅｌ函数）系（用狕，

狉，φ表示，将负荷点源放置于坐标原点，由于对称

性，变形与φ无关．注意此时的狉表示距离狕轴的距

离），所有变量都利用 Ｈａｎｋｅｌ变换（潘尔年等，

１９８６），即

狌（狕，狉）＝∫
!

０
犝犔（狕，ξ）Ｊ０（ξ狉）ξｄξ，

狏（狕，狉）＝∫
!

０
犝犕（狕，ξ）Ｊ１（ξ狉）ξｄξ，

（狕，狉）＝∫
!

０
Φ（狕，ξ）Ｊ０（ξ狉）ξｄξ

烅

烄

烆
，

（９）

其中，ξ表示波数．为了简便，仍用与球谐展开系数

相同的符号表示变换后的系数．在此情形下，球函数

趋近于柱函数，即

　

Ｐ狀（ｃｏｓθ）→Ｊ０ 狀＋（ ）１２［ ］θ ，
Ｐ狀（ｃｏｓθ）

θ
→－ 狀＋（ ）１２ Ｊ１ 狀＋（ ）１２［ ］θ

烅

烄

烆
，

（１０）

并且

θ→狉／犪，

狀＋１／２
犪

→ξ，

ｄ狀→犪ｄξ

烅

烄

烆 ．

（１１）

因此，（７）式的求和可以表示成如下的积分：

狌（狉，θ）＝
犪
犿犲∫

!

０
犺狀Ｊ０ 狀＋（ ）１２［ ］θｄ狀，

狏（狉，θ）＝－
犪
犿犲∫

!

０
犾狀 狀＋（ ）１２ Ｊ１ 狀＋（ ）１２［ ］θｄ狀，

（狉，θ）＝
犪犵犪
犿犲∫

!

０
犽狀Ｊ０ 狀＋（ ）１２［ ］θｄ狀

烅

烄

烆
．

（１２）

根据（１１）式，（１２）式变成

狌（狉，θ）＝
犪
犿犲∫

!

０
犺狀犪Ｊ０（ξ狉）ｄξ，

狏（狉，θ）＝－
犪
犿犲∫

!

０
犾狀犪

２Ｊ１（ξ狉）ξｄξ，

（狉，θ）＝
犪犵犪
犿犲∫

!

０
犽狀犪Ｊ０（ξ狉）ｄξ

烅

烄

烆
．

（１３）

对于Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题，一个点负荷作用下的解为

（在Ｈａｎｋｅｌ变换域）

犝犔 ＝－
犵犪（λ＋２μ）

４πμ（λ＋μ）ξ
，

犝犕 ＝－
犵犪

４π（λ＋μ）ξ
，

Φ＝
３ρ犪犵

２
犪

８π〈ρ〉犪μξ
２

烅

烄

烆
．

（１４）

其中ρ犪 表示地球模型最上层的密度，即地表密度，

〈ρ〉表示地球平均密度．将（１４）式代入（９）式，并与

（１３）式进行比较，可得

犺
! ＝ｌｉｍ

狀→!

犺狀 ＝－
犵
２

犪
（λ＋２μ）

４π犌μ（λ＋μ）
，

犾
! ＝ｌｉｍ

狀→!

狀犾狀 ＝
犵
２

犪

４π犌（λ＋μ）
，

犽
! ＝ｌｉｍ

狀→!

狀犽狀 ＝－
犵犪ρ犪

２μ

烅

烄

烆
．

（１５）

在此过程中，要运用到（１１）式中的狀与ξ的近似关

系狀＝犪ξ，因此其结果精度为犗（１／狀）．我们称（１５）

式的结果为一级渐近值，以区别于Ｇｕｏ等（２００４）给

出的更高一级的渐近值．

１．２　犗犽狌犫狅和犈狀犱狅方法

Ｏｋｕｂｏ和Ｅｎｄｏ（１９８５）、Ｏｋｕｂｏ（１９８８）推导负荷

勒夫数渐近值的方法是基于Ｌｏｖｅ（１９１１）给出的均

匀球变形的通解表达式，用犡＝［犝犔 犝犕 Φ犜犔 犜犕

犙］Ｔ 表示由６个变量表示的这个通解矢量，其中上

标Ｔ表示转置，其解可表示为

犡（狉）＝
犇（狉）

犈（狉
［ ］）犑（狉）犮， （１６）

其中，犮是由６个常数标量组成的待定系数矢量，且

［犇（狉）］＝

１

狉

狀犺＋－犳
＋狕狀（犽

＋狉） 狀犺－－犳
－狕狀（犽

－狉） 狀

狀犺＋＋狀狕狀（犽
＋狉） 狀犺－＋狀狕狀（犽

－狉） 狀

３γ狀犳
＋狉 ３γ狀犳

－狉 狀２γ

熿

燀

燄

燅狉

，

（１７）

［犈（狉）］＝
１

狉

犈
＋

２
／狀 犈

－

２
／狀 ２μ（狀－１）

犈
＋

４ 犈
－

４ ２μ（狀－１）

犈
＋

６狉 犈
－

６狉 ２狀（狀－１）γ

熿

燀

燄

燅狉

，（１８）
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　　　［犑（狉）］＝

ｊ狀（犽
＋狉） ０ ０

０ ｊ狀（犽
－狉） ０

０ ０ 狉

熿

燀

燄

燅
狀

， （１９）

式中

犈
±

２ ＝－（λ＋２μ）（犽
±狉）２犳

±
＋２μ｛狀（狀－１）犺

±

　　＋［２犳
±
＋狀（狀＋１）］狕狀（犽

±狉）｝，

犈
±

４ ＝μ［（犽
±狉）２＋２（狀－１）犺±－２（犳

±
＋１）狕狀（犽

±狉）］

犈±６ ＝３γ［（２狀＋１）犳
±
－狀犺

±］， （２０）

（犽±）２ ＝
２γ

α
２ １± １＋狀（狀＋１）

α
２

４β槡（ ）２ ， （２１）

γ＝
４π犌ρ
３
；犳

±
＝ （犽±）

２β
２

γ
；犺±＝犳

±
－狀－１，（２２）

狕狀（狓）＝
狓ｊ狀＋１（狓）

ｊ狀（狓）
， （２３）

α和β分别为Ｐ波和Ｓ波速度，ｊ狀（狓）是球Ｂｅｓｓｅｌ函

数，狀为球谐阶数．利用边界条件（５）式可确定犮，从

而求得地表的位移与附加引力位，即

犝（犪）＝犇（犪）［犈（犪）］－
１犜（犪）． （２４）

由于高阶负荷勒夫数只与最上层的结构有关，而如

果采用密度为地表密度的均匀球，则该均匀球表面

的重力将不等于真实地球的地表重力．Ｏｋｕｂｏ（１９８８）

指出，可用真实地球的地表重力值代替均匀球表面

的重力，这样得到的负荷勒夫数渐近值就是真实地

球的结果．因此地球模型的参数代入（２４）式，并将各

量展开成狀的级数后，就可得到如（１５）式所示的负

荷勒夫数渐近值．

１．３　犌狌狅方法

郭俊义等（郭俊义，２０００；Ｇｕｏｅｔａｌ．，２００４）根据

地表边界条件考察了每个变量与球谐阶数狀的量级

关系，得到

犝犔 ～犗（１），犝犕 ～犗（１／狀），Φ～犗（１），

犜犔 ～犗（狀），犜犕 ～犗（１），犙～犗（狀）
｛ ．

（２５）

例如，犜犔 随着狀的增大而增大，与狀呈线性关系，而

犝犔 不随狀的增大而增大．然后通过变量代换

犝犔 ＝狕１，犝犕 ＝
１

狀
狕３，Φ＝狉狕５，

犜犔 ＝
狀
狉
狕２，犜犕 ＝

１

狉
狕４，犙＝狀狕６

烅

烄

烆
．

（２６）

使得所有的新变量狕犻具有关于狀相同的量级，并在

微分方程中忽略高阶小量，从而得到

狉
狀

ｄ狕１
ｄ狉
＝

λ
λ＋２μ

狕３＋
１

λ＋２μ
狕２，

狉
狀

ｄ狕３
ｄ狉
＝－狕１＋

１

μ
狕４，

狉
狀

ｄ狕５
ｄ狉
＝狕６，

狉
狀

ｄ狕２
ｄ狉
＝狕４，

狉
狀

ｄ狕４
ｄ狉
＝
２μ（λ＋μ）

λ＋２μ
狕３－

λ
λ＋２μ

狕２，

狉
狀

ｄ狕６
ｄ狉
＝狕５

烅

烄

烆
．

（２７）

　　该微分方程组存在解析解，可以求出负荷勒夫

数犺和犾的渐近值．但是犽的渐近值无法求出，原因

是舍去的项太多了．因此他们继续保留高一阶小量，

并求解一个非齐次的微分方程组，从而求出了犽的

渐近值．

在此过程中，Ｇｕｏ等（２００４）未介绍如何求得

（２７）式的解析解，而是直接给出了结果．因为该方程

组实际上是变系数的，尽管将狀／狉移到了方程组的

左边．所以其是否存在解析解，并不是那么直观地能

够看出来．实际上，因为（２７）式是欧拉型，所以通过

变量代换，

狉＝ｅξ， （２８）

可将该方程组化成常系数的微分方程组，从而有解

析解．Ｇｕｏ等（２００４）以一级渐近值为基础，求解关于

高一级小量的非齐次微分方程组，给出了更高一级

的渐近值．但是对于负荷问题，更高一级的渐近值在

计算负荷格林函数时是没有必要的，因为利用（１５）

式的渐近值已经能够很高效地获得收敛的格林函数

（参考下文的图２）．

２　解析解方法

本文介绍的推导负荷勒夫数渐近值的新方法

是以Ｐａｎ等（２０１５）提出的解析法和 ＤＶＰ传播矩

阵方法为基础．其中解析法的思想是使得地球变

形的通解具有解析的形式，而ＤＶＰ传播矩阵法是

建立高阶地表负荷勒夫数与地表边界条件之间的

直接联系．下面首先简单介绍解析法和ＤＶＰ传播

矩阵法，具体内容可参考（Ｐａｎｅｔａｌ．，２０１５），然后

给出推导负荷勒夫数渐近值的过程．

２．１　解析解构造

Ｐａｎ等（２０１５）提出了求解（１）式的解析法．对于

５２５３
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一个分层地球模型，（１）式是没有解析解的，但是通

过合理的假设可以构造出近似的解析解．首先，在地

核中假设每层密度是常数，重力是狉的线性函数；

在地幔和地壳中，重力是常数，密度是狉的反函数，

如在第犼层中，重力和密度满足

犵犼（狉）＝
犫犼狉，狉犼－１ ≤狉≤狉犼≤狉ｃ

犮犵犼，狉ｃ＜狉犼－１ ≤狉≤狉犼≤
烅
烄

烆 犪

（２９）

和

ρ犼（狉）＝

犮ρ犼，狉犼－１ ≤狉≤狉犼≤狉ｃ

ρ０犼狉０犼
狉
，狉ｃ＜狉犼－１ ≤狉≤狉犼≤

烅

烄

烆
犪
（３０）

其中，犫和犮是常数，狉犼－１表示第犼层的下边界，狉犼 表

示第犼层的上边界，狉ｃ 表示核幔边界的半径，ρ０犼是

第犼层的平均密度，狉０犼是使该层质量守恒的等效半

径，它满足

狉０犼 ＝
２（狉

３

犼－狉
３

犼－１
）

３（狉
２

犼－狉
２

犼－１
）
． （３１）

　　以上的假设是否合理，一方面可以考察假设后

的模型与原模型的近似程度，另一方面取决于计算

结果是否准确．Ｐａｎ等（２０１５）的数值结果已经证明

了结果的可靠性以及假设的合理性，实际上上述假

设正是基于ＰＲＥＭ模型的参数分布特征作出的，假

设后的模型与原模型的符合程度是非常高的，差异

仅为０．６％．并且这种方法也成功运用到求解位错

以及地表热负荷引起的变形问题中，也被证明是非

常高效的（Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２０１９ａ，ｂ，２０２０，２０２１ａ，ｂ）．

此外，作一个变量代换

ξ＝ｌｎ
狉
狉犼－（ ）

１

， （３２）

显然，对于犼层的下边界有ξ＝０．再以狉犜犔，狉犜犕 和

狉犙 为新变量，则（１）式变为

　　　　　

ｄ犝犔
ｄξ
＝－

２λ
λ＋２μ

犝犔＋
狀（狀＋１）λ
λ＋２μ

犝犕 ＋
１

λ＋２μ
（狉犜犔），

ｄ犝犕

ｄξ
＝－犝犔＋犝犕 ＋

１

μ
（狉犜犕），

ｄΦ
ｄξ
＝－４π犌ρ０犼狉０犼犝犔－（狀＋１）Φ＋狉犙，

ｄ（狉犜犔）

ｄξ
＝
４μ（３λ＋２μ）

λ＋２μ
－４ρ０犼狉０犼犮

犵［ ］犼 犝犔＋狀（狀＋１）ρ０犼狉０犼犮犵犼 －２μ（３λ＋２μ）λ＋２［ ］
μ

犝犕

－（狀＋１）ρ０犼狉０犼Φ＋ １－
４μ

λ＋２（ ）μ （狉犜犔）＋狀（狀＋１）（狉犜犕）＋ρ０犼狉０犼（狉犙），

ｄ（狉犜犕）

ｄξ
＝ ρ０犼狉０犼犮

犵

犼 －
２μ（３λ＋２μ）

λ＋２［ ］
μ

犝犔＋２μ
２狀（狀＋１）（λ＋μ）

λ＋２μ
－［ ］１犝犕

＋ρ０犼狉０犼Φ－
λ

λ＋２μ
（狉犜犔）－２（狉犜犕），

ｄ（狉犙）

ｄξ
＝－４π犌（狀＋１）ρ０犼狉０犼犝犔＋４π犌狀（狀＋１）ρ０犼狉０犼犝犕 ＋狀（狉犙）．

（３３）

　　如果再假设第犼层内的弹性模量为常数（目前

的研究基本都是这么做的），那么可以看出上述微分

方程组的系数都是常数，这样就存在解析解．为简便

计，把（３３）式表示成矢量和矩阵的形式，即

ｄ犢
ｄξ
＝犃犢， （３４）

其中，

　犢＝
犝

狉（ ）犜 ，犝 ＝

犝犔

狀犝犕

狀

烄

烆

烌

烎Φ

，狉犜＝

狉犜犔／狀

狉犜犕

烄

烆

烌

烎狉犙

． （３５）

为了方便，我们用球谐阶数狀对变量作了规格化处

理使各个变量量级相当．相应的矩阵犃可从（３３）式

导出（系数作相应的调整，乘上与狀有关的系数）．此

时，通解可以表示成（如在地球模型的第犼层）

犢犼 ＝
犃１ 犃２

犅１ 犅
［ ］

２ 犼

〈狊１ξ〉 ０

０ 〈狊２ξ
［ ］〉

犼

犮１

犮（ ）
２ 犼

，（３６）

（３６）式右边第一个矩阵是系数矩阵犃的特征向量

组成的矩阵，下标犼表示它由第犼层的参数计算获

得，第二个矩阵中的狊１ 和狊２ 分别是由具有正实部

（上标＋）和负实部（上标－）的三个特征值组成，即

６２５３
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〈狊１ξ〉＝

ｅ犽
＋

１ξ

ｅ犽
＋

２ξ

ｅ犽
＋

３

熿

燀

燄

燅ξ

，　〈狊２ξ〉＝

ｅ犽
－

１ξ

ｅ犽
－

２ξ

ｅ犽
－

３

熿

燀

燄

燅ξ

． （３７）

从而，由传播矩阵法建立第犼层上下边界处（ξ＝ξ犼和ξ＝０）的两组解之间的关系：

犝狌

狉犜

烄

烆

烌

烎
狌
犼

＝
犃１ 犃２

犅１ 犅
［ ］

２ 犼

〈狊１ξ犼〉 ０

０ 〈狊２ξ犼
［ ］〉

犃１ 犃２

犅１ 犅
［ ］

２

－１

犼

犝犾

狉犜

烄

烆

烌

烎
犾
犼

， （３８）

其中上标狌和犾分别表示第犼层的上下边界，上标

－１表示矩阵求逆．然而，Ｐａｎ等（２０１５）的数值结果

表明，由于数值溢出，普通的传播矩阵方法，即（３８）

式，无法正确算出高阶（如狀＞６０００）结果．下面要介

绍的ＤＶＰ传播矩阵法可以很好地解决这个问题．

２．２　犇犞犘传播矩阵法

该方法的核心思想是避免导致溢出的大数产生，

其技巧仅在于对普通的传播矩阵法进行小的改动，即

１）将（３６）式改写为

犢犼 ＝
犃１ 犃２

犅１ 犅
［ ］

２ 犼

〈狊１（ξ－ξ犼）〉 ０

０ 〈狊２ξ
［ ］〉

犼

犮３

犮（ ）
２ 犼

．（３９）

由于ξ犼是常数，所以最终只是改变了待定系数，从（３６）

式中的犮１ 变成（３９）式的犮３，并不会改变最终的解．

２）在第犼层中，由上下边界的解我们可以得到

与（３８）式不一样的关系：

犝狌

狉犜（ ）犾
犼

＝
犘１１ 犘１２

犘２１ 犘［ ］
２２ 犼

犝犾

狉犜（ ）狌
犼

， （４０）

其中，

犘犼 ＝
犘１１ 犘１２

犘２１ 犘
［ ］

２２ 犼

＝
犃１ 犃２〈狊２ξ犼〉

犅１〈－狊１ξ犼〉 犅
［ ］

２ 犼

犃１〈－狊１ξ犼〉 犃２

犅１ 犅２〈狊２ξ犼
［ ］〉

－１

犼

． （４１）

　　需要指出的是，这种传播矩阵方法的特别之处

在于变量的位置关系与传统的传播矩阵方法是不一

样的（对比（３８）与（４０）两式）．从（４１）式可以看出，在

传播矩阵的计算中不涉及大的正数的指数，从而避

免大数的产生，解决了溢出的问题．

２．３　渐近值推导

基于上面的方法原理，我们就可以推导出负荷勒

夫数的渐近值．特别地，当球谐阶数狀很大时，由于特

征值接近于
"狀，所以（４１）式中的〈－狊１ξ犼〉和〈狊２ξ犼〉都

接近于０，当狀为无穷大时，它们就等于０．因此（４１）

式变成

　犘＝
犃１ ０

０ 犅
［ ］

２

０ 犃２

犅１
［ ］

０

－１

＝
０ 犃１犅

－１
１

犅２犃
－１
２

［ ］
０

，

（４２）

由（４０）式进一步得到

犝狌 ＝ 犃１犅
－１［ ］１ 狉犜

狌，狉犜犾 ＝ 犅２犃
－１［ ］２ 犝

犾．（４３）

这说明，当球谐阶数很大时，犝 和犜 是相关的，这种

相关性会导致传统的龙格库塔数值积分法无法准

确计算出非常高阶的负荷勒夫数；然而这种相关性

可以使我们能够直接求得表面的负荷勒夫数渐近

值．对于地球的最外层（设为第狆 层），我们可由

（４３）式直接得出

犝（狉＝犪）＝ ［犃１犅
－１
１ ］狆狉犜（狉＝犪）， （４４）

其中，方括号的下标狆表示方括号内的矩阵由第狆

层的参数求得．这说明，只要我们知道最外层的系数

矩阵犃的特征向量，就可以得到当狀趋于无穷大时

的犝，从而得到负荷勒夫数的渐近值．

通常情况下，矩阵犃的特征向量是无法解析地表

达出来的．但是我们知道，对于地表质量负荷问题，在

计算高阶的负荷勒夫数时，地球的自引力效应是可以

忽略的，球谐阶数越高，自引力效应的影响越不明显

（见下文图１）．实际上Ｆａｒｒｅｌｌ（１９７２）从Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ近

似得到的渐近值也是忽略了自引力影响的．

对于忽略自引力的情形，在（３３）式关于应力的

微分方程中就可以舍去与密度或重力有关的项，从

而位移和应力是与附加引力位无关的，因此可以首

先解出（如 ＷａｓｏｎａｎｄＳｉｎｇｈ，１９７２；Ｆａｎｇｅｔａｌ．，

２０１４），然而附加引力位是与位移相关的，所以继续

求附加引力位时需要求解一个非齐次的微分方程

组，这也是１．３节中Ｇｕｏ等（２００４）求负荷勒夫数犽

的渐近值采用的方法，但这反而增加了难度．实际

上，我们可以直接运用２．１节的方法，此时矩阵犃的

特征向量可以很容易地求出（如通过 ＭＡＴＬＡＢ的符

号运算，具体表达式可参考Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２０２１ａ）．

因此根据矩阵犃 的特征向量，以及（５）式和

（４４）式可以很容易求得
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犝犔 ＝－
犵犪（２狀＋１）［２（λ＋２μ）狀

２
＋λ狀－２μ］

８π犌μ（狀－１）［２（λ＋μ）狀
２
＋２（２λ＋μ）狀＋（３λ＋２μ）］

，

犝犕 ＝－
犵犪（２狀＋１）［－２μ狀＋（３λ＋４μ）］

８π犌μ（狀－１）［２（λ＋μ）狀
２
＋２（２λ＋μ）狀＋（３λ＋２μ）］

，

Φ＝－１＋
犵犪ρ０狆狉０狆［４（λ＋μ）狀

２
＋（５λ＋３μ）狀－μ］

４μ（狀－１）［２（λ＋μ）狀
２
＋２（２λ＋μ）狀＋（３λ＋２μ）］

烅

烄

烆
．

（４５）

（４５）式是高阶负荷勒夫数的严格解析表达式，给出

了负荷勒夫数与球谐阶数狀的关系．特别地，当狀趋

于无穷大时，取极限就得到

犺
! ＝ｌｉｍ

狀→!

犺狀 ＝－
犵
２

犪
（λ＋２μ）

４π犌μ（λ＋μ）
，

犾
! ＝ｌｉｍ

狀→!

狀犾狀 ＝
犵
２

犪

４π犌（λ＋μ）
，

犽
! ＝ｌｉｍ

狀→!

狀犽狀 ＝－
犵犪ρ０狆狉０狆
２μ

．

（４６）

　　由于我们是求负荷勒夫数在狀趋于无穷大时的

渐近值，我们可以将第狆层设得足够薄，因此有

ρ０狆狉０狆 ＝ρ犪犪， （４７）

即地表密度与地球半径的乘积．这样就可以得到与

（１５）式完全一致的结果．实际上对于最外层来说，地

球模型通常是均匀的，因此ρ０狆就是这个平均值，而

由（３１）式计算得到的狉０狆实际已经非常接近地球半

径犪 了（对于ＰＲＥＭ 模型来说，误差小于万分之

三），就算直接使用狉０狆也可以确保犽!

的准确性．

２．４　数值结果

图１给出了根据（４５）式确定的负荷勒夫数随球

谐阶数的变化，并与Ｇｕｏ等（２００４）考虑高一阶小量

的渐近值进行了比较．其中地球模型采用ＰＲＥＭ

（ＤｚｉｅｗｏｎｓｋｉａｎｄＡｎｄｅｒｓｏｎ，１９８１），其最外层的海

洋层替换为固体层，其参数设置如下：λ＝３．４３×

１０１０Ｐａ，μ＝２．６６×１０
１０Ｐａ，ρ＝２６００ｋｇ·ｍ

－３．从图

中可以看出，随着球谐阶数狀的增大，负荷勒夫数趋

近于一个常数．由于我们推导高阶负荷勒夫数解析

公式时未考虑自引力的影响，因此所得结果在高阶

部分与不考虑自引力的数值结果比较接近，在狀＝

５０００左右时二者就已经比较一致；但是在低阶部分

与考虑自引力的数值结果仍然存在很大的差异．通

常计算负荷格林函数时只要考虑１００００阶以下的负

荷勒夫数，因此在研究负荷形变时自引力的影响一

般是需要加以考虑的．但是从图中可以看出，随着狀

的增大，自引力的影响越来越小，因此在研究负荷勒

夫数渐近特征时，自引力是可以忽略的，这可从图１

中不同结果在狀很大时具有的一致性得到验证．

此外，我们也将本文给出的渐近值与 Ｇｕｏ等

（２００４）的结果进行了比较．结果说明，在狀＜２００００

图１　负荷勒夫数随球谐阶数的变化

红色和蓝色曲线分别代表考虑和不考虑自引力效应的数值计算结

果；粉色圆圈代表（４５）式给出的解析解；绿色圆圈代表Ｇｕｏ等（２００４）

的渐近值结果．

Ｆｉｇ．１　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｌｏａｄＬｏｖｅｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｈａｒｍｏｎｉｃｄｅｇｒｅｅ

Ｒｅｄａｎｄｂｌｕｅｌｉｎｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔ

ｓｅｌｆｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；ｐｉｎｋａｎｄｇｒｅｅｎｃｉｒｃｌｅｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ

ｒｅｓｕｌｔｓｖｉａＥｑ．（４５）ａｎｄＧｕｏｅｔａｌ．（２００４），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

左右时，Ｇｕｏ等（２００４）的渐近值与考虑自引力的数

值结果更加接近，这是因为他们推导渐近值时部分

地考虑了自引力的影响；但是对于狀＞２００００的部

分，我们的结果不管是和考虑自引力还是和不考虑

自引力的数值结果都更加接近，对于位移的勒夫数，

这种情况更加明显．

为了显示渐近值在计算格林函数中的作用，作

为例子，我们根据（８）式计算了垂直位移、水平位移

和附加引力位的格林函数随角距离θ的变化关系，

结果如图２所示．为了更好的显示结果，格林函数值

都乘上了一个规格化系数１０１２犪θ．首先，通过对比采

用不同渐近值获得的格林函数，发现渐近值之间的

微小差异不会影响格林函数的计算．并且我们发现

负荷勒夫数渐近值在附加引力位的计算中并不是必

需的，不采用Ｋｕｍｍｅｒ变换同样可以获得收敛的格

林函数．图２也说明了如果不采用 Ｋｕｍｍｅｒ变换，

即使截断阶数犖＝５００００，位移格林函数仍然是不

８２５３
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图２　负荷格林函数随角距离的变化（规格化系数为１０１２犪θ）

“ａｓｙｍ．ｗｉｔｈ犵”表示采用考虑自引力的５００００阶数值结果作为渐

近值，“ａｓｙｍ．ｗｉｔｈｏｕｔ犵”表示采用不考虑自引力的５００００阶数值结果

作为渐近值．

Ｆｉｇ．２　Ｇｒｅｅｎ′ｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆａｎｇｕｌａｒｄｉｓｔａｎｃｅｆｏｒｓｕｒｆａｃｅ

ｍａｓｓｌｏａｄｉｎｇ（ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｂｙａｆａｃｔｏｒｏｆ１０
１２犪θ）

“ａｓｙｍ．ｗｉｔｈ犵”ａｎｄ“ａｓｙｍ．ｗｉｔｈｏｕｔ犵”ｄｅｎｏｔｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｔｈａｔｔｈｅ

ｌｏａｄＬｏｖｅｎｕｍｂｅｒｓｆｏｒ５００００ｄｅｇｒｅｅｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｓｅｌｆｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎ

ａｒｅｕｓｅｄａｓｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｖａｌｕｅｓ．

收敛的，说明渐近值对于位移格林函数的计算来说

是必不可少的，这从另一个侧面证明了渐近值的重

要性．

３　讨论

从２．３节的推导我们可以看出，负荷勒夫数的

渐近值只和地球模型地表的参数有关，而不论地球

内部的结构如何．其实，这一点早就为我们所熟知，

即高阶的负荷勒夫数与地壳和上地幔介质密切相

关，因此采用龙格库塔方法计算高阶负荷勒夫数时

可以直接从地幔开始积分．然而，通过我们的推导可

以从本质上了解其原因：地球每个分层内的犝 和犜

之间的相关性随着球谐阶数的增大而增加，从而地

表的负荷勒夫数可由地表的边界条件直接确定．

相比于Ｏｋｕｂｏ和Ｅｎｄｏ方法，我们给出的新方

法不需要作均匀球的假设（或基于均匀球模型开展

相关推导），不需要用真实地球的地表重力代替均匀

球表面的重力．目前基于均匀球的地球受力变形的

数值模拟必须要替换地表重力才能得到正确的结

果，如Ｓｕｎ（２００４）对位错引起的地表位移场变化的

模拟．与Ｇｕｏ等（２００４）的方法一样，我们的方法实

际上也只需要考虑地球模型的最外层即可．

从Ｇｕｏ等（２００４）给出的负荷勒夫数渐近值的

更高阶的结果可以看出，在位移（犺和犾）结果中耦合

进了重力的影响．但是将（４４）式展开成狀的罗朗级

数后高阶解中没有重力项，原因在于我们忽略了自

引力的影响．对于地表负荷问题，忽略自引力不会影

响负荷勒夫数渐近值的一级结果，即犗（１）量级的常

数项，但是会影响高一级的结果，但是这种影响随着

球谐阶数的增大越来越弱，并且高一级的结果在格

林函数的计算中是不必要的．在２．３节中我们忽略

自引力的目的是为了获得矩阵犃的特征向量的解

析形式，从而获得渐近值的解析形式，这样就可以运

用Ｋｕｍｍｅｒ变换．Ｋｕｍｍｅｒ变换的关键有两点：一

方面，渐近值必须与实际的勒夫数比较接近，从而它

们的差是一个高阶小量，并且这个差异随着球谐阶

数的增大而减小，这样（８）式右端的第一个级数求和

能够很快地收敛；另一方面，渐近值需要具有严格解

析式，从而（８）式右端的第二个级数求和有简单的解

析式，能够用简单的函数表示．Ｃｈｅｎ等（２０１８）采用

的刚度矩阵法或者２．２节介绍的ＤＶＰ都能够计算

任意球谐阶数的负荷勒夫数，但是要获得收敛的负

荷格林函数，具有解析表达式的渐近值对于简化负

荷格林函数的计算仍是非常必要的，因为截断到很

高的球谐阶数是很费时低效的．采用拟合的方法确

定当狀非常大时的勒夫数随狀变化的解析式（即渐

近值）也是一个非常有效的方法（如Ｐａｎｅｔａｌ．，２０１５；

Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，２０１９ｂ）．

本文的方法除了采用Ｐａｎ等（２０１５）的解析解

方法获得常微分方程组的系数矩阵犃的特征向量

解析表达式外，另一个关键之处是采用了ＤＶＰ传

播矩阵方法，（４２）式显示了其独特的性质，阶数狀越

大，其计算方面的优越性越明显．ＤＶＰ方法只是在

传统的传播矩阵方法基础上作了小的改动，变换了

变量的位置，就解决了数值溢出的问题，并且计算也

非常的高效．

最后需要强调的是，从表面上看，本文的方法涉

及构造解析解的理论方法和ＤＶＰ传播矩阵方法．

实际上推导负荷勒夫数的过程非常简单，可以分成

以下两个步骤：首先计算常微分方程组的系数矩阵

犃的特征向量从而得到（４４）式右端方括号中的矩

阵；然后根据地表边界条件由（４４）式通过矩阵运算

直接得到需要的渐近值的解析表达式．该过程只涉

及矩阵特征向量的计算及相关的矩阵运算，原理简

单，也非常容易编程实现（Ｐａｎ，２０１９；Ｚｈｏｕｅｔａｌ．，

９２５３
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２０１９ａ）．

４　结论

本文基于求解地球变形的解析解方法和ＤＶＰ

传播矩阵方法，导出了高阶负荷勒夫数的解析表达

式，进而确定了负荷勒夫数的渐近值．渐近值的推导

只与地球模型的最外层有关，推导过程只涉及矩阵

特征向量计算和简单的矩阵运算．本文所得结果与

已有方法给出的结果是一致的，并且更加准确地描

述了负荷勒夫数的渐近特征．

利用ＤＶＰ传播矩阵法对于狀非常大时所具备

的特点，我们不但可以看出变量犝 和犜 的关联性，

这也是导致传统的龙格库塔数值积分法失效的本

质原因，还可以直接根据地表边界条件求出负荷勒

夫数的渐近值．这说明ＤＶＰ传播矩阵法在数值计

算方面有其独特的优势，可以广泛应用于分层地球

模型的变形研究中，如负荷形变、地震形变等静态变

形问题，以及地球简正模或合成地震图等动态变形

问题中．
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